Krokodil hiilt Einzug in die Hochschule

OLAF LOTTER, STRALSUND

Zusammenfassung: Ein Kinderspielzeug fiir Vier-
Jjdhrige kann verwendet werden, um Hypothesen auf-
zustellen und zu testen. Dazu erforderliche Daten
werden spielerisch erzeugt, sodass die ganze Gruppe
beteiligt ist. Lohn der Miihe sind iiberraschende Er-
kenntnisse zur Funktionsweise. Ebenfalls werden op-
timale Driickstrategien und Gewinnwahrscheinlich-
keiten hergeleitet.

1 Einleitung

Jedes Sommersemester halte ich an der Hochschu-
le Stralsund eine seminaristische Lehrveranstaltung
» Wahrscheinlichkeitsrechnung und angewandte Sta-
tistik™ fiir den Masterstudiengang Wirtschaftsinge-
nieurwesen (Schwerpunkt Maschinenbau). Stochas-
tik gehort sicher nicht zu den Lieblingsfichern mei-
ner Studierenden, sodass ich mir jedes Jahr die Frage
stelle, wie ich sie fiir mein Steckenpferd motivieren
kann.

Abb. 1: Spielzeug KROKO DocC des Herstellers Has-
bro

Als ein Kollege das Spielzeug KROKO DoOC des Her-
stellers Hasbro (Abb. 1) meiner Tochter zum vier-
ten Geburtstag schenkte, war nicht nur meine Toch-
ter fasziniert, sondern auch ich. Um 1990 zum ersten
Mal erschienen, geht es in dem Spiel darum heraus-
zufinden, welcher Zahn dem Krokodil wehtut. Bei
gedffnetem Maul (Abb. 2) wird abwechselnd (bzw.
bei mehr als zwei Spielenden reihum) je ein Zahn
gedriickt. Erwischt man den kranken, schnappt das
Krokodil zu, und man scheidet aus. Es gewinnt, wer
noch im Spiel ist, nachdem alle anderen ausgeschie-
den sind.

Eingebaut ist ein mechanischer Zufallsgenerator. Er
funktioniert so gut, dass ich nach ca. 50 Spielen noch

kein System erkennen konnte. Anstatt ihn selbst zu
analysieren, kam mir die Idee, KROKO DoOC als Ein-
stieg in das Sommersemester 2019 zu wihlen.

Abb. 2: Blick in das gedffnete Maul des Krokodils

2 Gang der Untersuchung

Ich berichtete den Studierenden, dass das Spielzeug-
verhalten Ritsel aufgebe und ich nicht wisse, wie
KROKO Doc ticke. Gemeinsam tliberlegten wir uns
die konkrete Vorgehensweise bei der statistischen
Untersuchung.

Planung Untersuchungsziel ist, fiir jeden Zahn her-
auszufinden, mit welcher Wahrscheinlichkeit
er krank ist (Wahrscheinlichkeitsverteilung der
kranken Zihne).

Erhebung Da Daten nicht bereits existierten, war
eine eigene Erhebung (Primérstatistik) nétig.
Wir kamen zum Schluss, dass wir eine fes-
te Driickstrategie (systematische Versuche) an-
wenden miissen, um beim Experiment so vie-
le Faktoren wie moglich zu kontrollieren. Wir
sollten die Nummer des kranken Zahns notie-
ren (Urliste), nicht allein eine Strichliste der
Haufigkeiten fiihren.

Datenaufbereitung Urdaten bzgl. Unstimmigkeiten
bereinigen (bzw. diese von Anfang an ver-
hindern) und auf Auffilligkeiten untersuchen,
dann zu Tabellen verdichten.

Analyse Unter Zuhilfenahme mathematisch-statisti-
scher Methoden, am Beispiel orientiert einge-
fiihrt.

Interpretation Welche Aussagen kann man (nicht)
machen? Grundsitzlich ist eine Verteilung, die
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Tab. 1: Urliste (zeilenweise) bei Driickstrategie von links nach rechts
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anhand einer Messreihe gewonnen wurde, mit-
hilfe einer neuen Messung zu {iberpriifen.

3 Erhebung und Aufbereitung der Daten

Wir nummerierten die Zihne von links beginnend
von 1 bis 10. Aufgrund der rdumlichen Anordnung
bleibt hinten — wo die Zunge ansetzt — Platz fiir vier
virtuelle Zdahne (Abb. 3). Um alle Studierenden ein-
zubinden, bildete ich sieben Dreiergruppen. KROKO
Doc wurde vorne auf einen Tisch gestellt mit Maul-
offnung Richtung Auditorium. Wihrend sich eine
Person links und eine rechts an den Tisch setzte, um
von der Seite aus (d. h. ohne Einschrinkung der Sicht
des Auditoriums) die Zihne 1 bis 5 und danach 6 bis
10 zu driicken (sog. Driickstrategie von links nach
rechts; spiter werden andere Driickstrategien disku-
tiert), stellte sich die dritte an die Tafel, um die Ur-
liste aufzuschreiben. Alle drei Studierenden sollten
sich gegenseitig kontrollieren, damit keine Datenfeh-
ler entstehen. Jede Dreiergruppe nahm zehn Werte
auf — insgesamt also n = 70 —, es ergab sich die Urlis-
te aus Tab. 1. Wiren mehrere Exemplare von KROKO
Doc vorhanden gewesen, hitte jede Dreiergruppe ei-
ne eigene Urliste aufnehmen konnen.

virtuelle Zihne
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Abb. 3: Nummerierung der Zihne

Auffillig ist, dass zweimal die Folge 3,2,8,5,2 und
dreimal die Folge 6,2,2,4 vorkam — fiir Erklérungen
sei auf Abschnitt 4.7 verwiesen. Tab. 2 liefert die zu-

gehorige Haufigkeitsverteilung. Intuitiv ist klar, dass
keine Laplace-Verteilung (diskrete Gleichverteilung)
der zehn Zihne vorliegt, weil der Kontrast zwischen
17 (Zahn 2) und 0 (Zahn 10) zu gro8 ist. Zur Unter-
mauerung werden wir in Abschnitt 4.2 einen statisti-
schen Test durchfiihren (y2-Anpassungstest).

Es begann eine Diskussion, wie sich die Haufigkei-
ten erkléren lieBen. Da wir zum Driicken zwei Perso-
nen einsetzten, fiel sofort auf, dass die links sitzende
Person mehr als doppelt so hiufig den kranken Zahn
driickte wie die rechts sitzende (52 zu 18). In uns
keimte der Verdacht auf, dass manchmal mehr als ein
Zahn krank sein kann. Um diese Hypothese zu iiber-
priifen, wihlten wir im zweiten Durchgang die ent-
gegengesetzte Driickstrategie (von rechts nach links).
Es resultierte die Urliste aus Tab. 3. Hier fallen sogar
noch viel lingere Folgen auf: 5,2,8,10,7,4,9,6,8
kam zweimal vor, die ersten sieben Zahlen sogar
viermal. Tab. 4 zeigt die Hiufigkeitsverteilung.

Wir wurden bestitigt: Jetzt driickte die rechts sitzen-
de Person mehr als doppelt so hiufig den kranken
Zahn wie die links sitzende (50 zu 20). Wire immer
blof ein einziger Zahn krank, hitte die Driickstrate-
gie keinen Einfluss auf die Verteilung. Ubrigens ist
ein direkter Beweis nicht moglich, denn beim Fin-
den des ersten auslosenden Zahns schnappt das Maul
zu, und beim Wieder-Offnen werden die auslosen-
den Zihne neu initialisiert. In Abschnitt 4.1 wird sich
zeigen, dass unser Verdacht stimmt und die Vertei-
lung stets an eine bestimmte Driickstrategie gebun-
den ist. Dies lieBe sich gut illustrieren, indem bei
Gruppenarbeit unterschiedliche Driickstrategien pro-
biert werden, z.B. zusitzlich die Wechselstrategie
1,10,2,9,3,8,4,7,5,6.

4 Analyse und Interpretation

Zwei Haufigkeitsverteilungen wurden beobachtet,
fiir die eine Laplace-Verteilung unwahrscheinlich ist.
Wir brauchen demnach eine andere theoretische Ver-
teilung. Doch an die kommen wir nicht heran, ohne
die Wirkungsweise von KROKO DOC zu verstehen.
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Tab. 2: Haufigkeitsverteilung bei Driickstrategie von links nach rechts

Zahn 1 2 3 4

Anzahl 8 17

5 6 7 8 9 10

12 8 7 7 4 4 3 0

Tab. 3: Urliste (zeilenweise) bei Driickstrategie von rechts nach links

7 8 6 7 4
8§ 10 7 4 9
8§ 10 7 4 9
10 7 4 9 6
7 4 9 6 8
6 8 4 10 6
6 3 9 10 10

07 9 5 2

6 9 6 5 2
0o 9 5 2 8
8 5 2 8 10
4 8 10 6 2
8 5 2 8 9
7 4 9 6 8

4.1 Modell des mechanischen Zufallsgenerators

Es gelang uns, eine Hypothese durch rein logische
Uberlegungen aufzustellen: Da die Zihne im Kreis
angeordnet sind, liegt es nahe, dass sich darunter et-
was dreht, was die auslosenden Zihne festlegt — des-
halb nennen wir es Rotor. Wenn wir annehmen, dass
maximal zwei Zidhne auslosen, konnen wir den Win-
kel zwischen den beiden Armen des Rotors bestim-
men. Nur der letzte Zahn I6ste nie aus, sodass der
Winkel % - 180° == 128,57° grof ist (Abb. 4).

virtuelle Zdahne
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Abb. 4: Rotor zum Aktivieren der auslosenden Zah-
ne

Eine Seite des Rotors ist zur Verdeutlichung mit ei-
ner Pfeilspitze versehen. Dennoch 16sen beide Zih-
ne (1 und 10 in Abb. 4) in gleicher Weise aus. In
Tab. 5 ist fiir jede der 14 Rotorpositionen jeweils an-

lyoutube.com/watch?v=zRaeqWwT1YA#t=2ml7s

gegeben, welcher Zahn bei den beiden Driickstrategi-
en auslost. Nehmen wir fiir die Rotorpositionen eine
Laplace-Verteilung an, 16sen alle Zdhne mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit aus, denn jeder Zahn kommt
in zwei Rotorpositionen vor — es gibt also beim ers-
ten Zug keine optimale Driickstrategie. Deswegen
betridgt die Wahrscheinlichkeit p;, dass das Krokodil
2

. N 1
beim ersten Driicken zuschnappt, ;7 = 7 im Gegen-

satz zu 11—0 bei einer Laplace-Verteilung.

Man kénnte das Spielzeug aufschrauben, um die Me-
chanik zu untersuchen. Allerdings kam dieser Weg
fiir mich nicht infrage, weil ich nicht riskieren woll-
te, dass KROKO DoOC dadurch Schaden nimmt. Mei-
ne Tochter hitte mir das libel genommen. Sind meh-
rere Exemplare von KROKO DoOC vorhanden, kénn-
te in Kleingruppen experimentiert werden. Wir wur-
den stattdessen im Internet fiindig, wo es entspre-
chende Videos gibt.! Unsere Hypothese stimmt: Es
gibt einen Rotor mit dem von uns prognostizierten
Winkel. Driickt man einen ,,scharfen* Zahn, d. h. un-
ter welchem der Rotor positioniert ist, wird iiber
diesen die Bewegung auf einen darunter befindli-
chen Ring weitergegeben. Mit ihm verbunden ist ei-
ne Riickhaltevorrichtung fiir das mit einer Feder ge-
spannte Maul. Bewegt sich die Verbindung aus Ring
und Riickhaltevorrichtung, schnappt das Maul blitz-
schnell zu.

Tab. 5 kann entnommen werden, welche Zihne zwei-
mal und welche einmal ausl6sen, entsprechend er-

geben sich Wahrscheinlichkeiten von 12—4 bzw. 11—4.

Tab. 4: Haufigkeitsverteilung bei Driickstrategie von rechts nach links

Zahn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl 0 6 1 8 5 10 8 12 10 10
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Tab. 5: Auslosende Zihne je nach Driickstrategie

Rotorposition  auslésend
1 1,10
2 2
3 3
4 4
5 5
6 1,6
7 2,7
8 3,8
9 4,9
10 5,10
11 6
12 7
13 8
14 9

Driickstrategie
von links  von rechts
1 10
2 2
3 3
4 4
5 5
1 6
2 7
3 8
4 9
5 10
6 6
7 7
8 8
9 9

Tab. 6: Beobachtete und erwartete Hiufigkeitsverteilungen

Zahn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl links 8§ 17 12 & 7 7 4 4 3 0
erwartet o 10 10 10 10 5 5 5 5 O
Anzahlrechts 0 6 1 8 5 10 8 12 10 10
erwartet o 5 5 5 5 10 10 10 10 10

Werden diese mit n = 70 multipliziert, resultiert die
theoretische Verteilung aus Tab. 6. Auffillig sind die
groflen Abweichungen bei der 2 von links und 3 von
rechts. Nicht geplant war, dass sich die Wahl von n
als exzellent erweisen wiirde.

4.2 ’-Anpassungstest

Im schon erwihnten 2-Anpassungstest geht es da-
rum, ob die beobachtete (#;) und die erwartete
(e;) Verteilung zusammenpassen (sog. Nullhypothe-
se Hp). BekanntermaBen geniigt die TestgroBe 7 :=
21'9:1 @ einer y2-Verteilung mit 9 — 1 = 8 Frei-
heitsgraden (der nie auslosende letzte Zahn muss
wegen ejg = 0 weggelassen werden). Nach Wahl
einer Irrtumswahrscheinlichkeit o wird das (1 —
a)-Quantil ¢ der %2-Verteilung benétigt. Ist die Rea-
lisierung ¢ der TestgroBe T groBer als ¢, wird Hy ab-
gelehnt, andernfalls kann sie nicht verworfen wer-
den. Dies bedeutet nicht, dass sie korrekt ist, sondern
lediglich, dass die Datenbasis nicht ausreicht, um sie
zu widerlegen. Fiir den iiblichen Wert o = 5 % resul-
tiert c = 15,51. Bei der Driickstrategie von links nach
rechts ist #f = 9, bei derjenigen von rechts nach links
t. = 6, sodass beide Male Hy nicht abgelehnt werden
kann. Hier lieBe sich thematisieren, dass auch grof3e-

re Abweichungen (insbesondere die 2 von links) zum
Zufall gehoren. Zum Vergleich kénnten neue Daten
erhoben werden. Indem die eine Messreihe als /; und
die andere als e; aufgefasst wird, wire Testen unter
Unkenntnis des mechanischen Aufbaus denkbar.

Fiir eine Laplace-Verteilung hitten wir 9 Freiheits-
grade und #; = 30 sowie #, = 20,57. Wir konnten
H, selbst fiir o = 1,5 % beide Male verwerfen (¢ =
20,51). Fiir die Driickstrategie von links nach rechts
lieBe sich sogar o = 0,05 % wihlen (c = 29,67).

4.3 Optimale Driickstrategie

Sei X die Zufallsvariable, die angibt, in welchem
Zug das Krokodil zuschnappt. Unsere Strategie soll
in dem Sinne optimal sein, dass der Erwartungs-
wert E(X) moglichst gro wird. Bei einer Gleich-
verteilung wihlen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit immer die kleinste der infrage kommen-
den Zahlen; als Erstes driicken wir also Zahn 1.
Falls er gesund ist, konnen wir die Rotorpositio-
nen 1 und 6 ausschlieBen (s. Tab. 5). Dadurch kom-
men die Zihne 6 und 10 nur noch einmal als Aus-
16ser infrage. Es empfiehlt sich mithin, im zweiten
Zug einen dieser beiden Zihne zu driicken; wir neh-
men Zahn 6. Dann betrégt die (bedingte) Zuschnapp-
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wahrscheinlichkeit pyy :=P(X =2|X > 1) = %.An-
schlieBend driicken wir Zahn 10, es resultiert py3; :=
P(X =3|X >2) = L. Jetzt ist Zahn 5 lediglich ein-
mal Ausloser, somit ppg = %. Interessanterweise ha-
ben wir nun wieder eine Gleichverteilung der restli-
chen sechs Zihne. Wir entscheiden uns gemif unse-
rer Kleinste-Zahl-Strategie fiir Zahn 2 mit pps = §
AnschlieBend taucht einzig Zahn 7 alleine auf, d.h.
Db = % Wieder ergibt sich eine Gleichverteilung,
wir wihlen Zahn 3 mit py; = %; danach Zahn 8 mit
Dbg = % und schlieBlich Zahn 4 (Gleichverteilung)
mit pyg = % Am Ende bleibt Zahn 9 mit py19 = 1.
Zusammengefasst lautet unsere optimale Driickstra-
tegie 1,6,10,5,2,7,3,8,4,9.

Um bei der optimalen Driickstrategie die Wahr-
scheinlichkeit py := P(X = k) firk=2,...,10 zu be-
rechnen, ist das Produkt ]_[ (1= ppi) - pox zu bilden,
wobei py1 := p1 (S. Abschmtt 4.1) gesetzt wird. Es
resultiert ein einfaches Ergebnis: Liegt eine Gleich—
verteilung Vor (d.h.firk=1,5,7,9), betrégt p; = 1 7>
ansonsten ﬁ. Das gilt auch, wenn mit einem ande-
ren Zahn begonnen wird (jedoch ggf. fiir andere k).
Erwartungsgemal gilt 21 1 pi = 1 (Normierung der
Wahrschelnhchkelten) da4-2+6-1=14. Wir er-

halten E(X) =310 i-pi= 12 =1

4.4 Verteilung bei zufilligem Driicken
Wihlt man in jedem Zug zufillig einen der
verbleibenden Zihne (d.h. gemil einer Laplace-

Verteilung), sind zwei Fille zu unterscheiden: Zihne
1 und 10 16sen stets in Kombination aus, daher be—

tréagt 1hre Trefferwahrscheinlichkeit ]ewells v § +
13L4 % = 55 . Firalle anderen Zihne gilt 114 5+ L4 1=
ﬁ .

4.5 Gewinnwahrscheinlichkeiten

Wir beschrinken uns auf das Spiel zu zweit. Es
ist immer besser, nicht zu beginnen. Bei optima-
ler Driickstrategie betrdgt die Gewinnwahrschein-
lichkeit %+ 15+ & + & + & = 1 ~ 0,643. Hin-
gegen belduft sie sich bei den Driickstrategien von
links nach rechts oder rechts nach links blof auf
14+14+14+14+14 ~0 ,571. Mit unseren Da-
ten ergab sich 2} ~ 0 486 (Tab. 2) bzw. 28 ~ 0,657
(Tab. 4), im arithmetischen Mittel somit genau unser
theoretischer Wert %. Hier konnte thematisiert wer-
den, dass solche Schwankungen v6llig normal sind.

Analoge Uberlegungen zu denen aus Abschnitt 4.3
fithren fiirs zufillige Driicken zu p} = %gk, sofern
zweil Zihne auslosen (Rotorpositionen 1 sowie 6 bis

10), bzw. p; = 11—0 sonst. Summiert man fiir ungerade

k (beginnende Person), miindet dies in % bzw. %.

Man gewinnt demnach mit der Wahrscheinlichkeit
&5+ 8.3 =11 50,524 Hier handelt es sich
also fast um ein faires Spiel. Dass die Wahrschein-
lichkeit kleiner als bei den Driickstrategien von links
nach rechts oder rechts nach links ist, leuchtet ein,
denn dort ist es unmdglich, im zehnten Zug zu ver-
lieren.

4.6 Erwartungswert bei zufilligem Driicken

Mit den Wahrscheinlichkeiten p; und p) aus Ab-
schnitt 4.5 ermitteln sich die (Teil-)Erwartungswerte
E"(X)=12 = 4 und E'(X) = 4. Zusammen lie-
femsie EX)=5 -4+ &. U= %7—3 ~ 4,71, beina-
he einen Zug weniger als die 5,5 bei der optimalen
Driickstrategie.

4.7 Gleiche Folgen von Zihnen

Gleiche Folgen von drei Zéhnen sind iiberhaupt
nicht ungewohnlich. Man legt ja nicht vorher fest,
nach welchen drei Zahlen man sucht. Insofern er-
innert dies an das sog. Geburtstagsparadoxon?. Ei-
ne Folge von fiinf bzw. sogar neun Zihnen ist al-
lerdings bemerkenswert. Wie erwihnt wird der Ro-
tor durchs Offnen des Mauls neu ausgerichtet. Kon-
kret: Je schneller der Offnungsvorgang, desto mehr
Schwung bekommt der Rotor; je mehr Umdrehun-
gen, desto zufilliger die Rotorpositionen. Jetzt ver-
stindlich: Ohne zweiten Arm konnte der Rotor unter
den virtuellen Zihnen stehenbleiben — kein Zahn wi-
re scharf.

Da wir keinen Wert aufs verschiedenartige Offnen
gelegt hatten (wire eine weitere Forschungsaufga-
be), iiberrascht es nicht, dass manche Drehung wahr-
scheinlicher ist als andere. Unsere in Abschnitt 4.1
getroffene Annahme einer Laplace-Verteilung der
Rotorpositionen idealisiert mithin ein wenig. Bei der
langsten Folge — 5,2,8,10,7,4,9,6,8 — liegen die
ersten sechs Zahlen jeweils drei Rotorpositionen aus-
einander (s. Tab. 5, Spalte 4). Einzig die 9 hitte eine
10 sein miissen. Fiir die 6 und die 8 gilt wieder unsere
Regel.

5 Fazit

Insgesamt beschiftigten wir uns an knapp vier Ter-
minen (2 90 Minuten) mit KROKO Doc. Dabei wur-
de die optimale Driickstrategie hergeleitet, ohne je-
doch die Wahrscheinlichkeiten py (s. Abschnitt 4.3)
zu berechnen. Ferner entstanden die Abschnitte 4.4,
4.5 und 4.6 erst fiir diese Verdffentlichung. KROKO

ZWie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 23 Personen mindestens zwei von ihnen am selben Tag im Jahr Geburtstag haben?
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Doc eignet sich vorziiglich als Einstieg in das Un-
tergebiet der Stochastik ,,Aufstellen und Testen von
Hypothesen®. In den Rahmenlehrplidnen der Linder
fiir die gymnasiale Oberstufe tauchen unter diesem
Thema oftmals nur ein- oder zweiseitige Signifikanz-
tests auf. Man konnte den *-Anpassungstest als Re-
zept angegeben und hinterher den Zusammenhang in
den Blick nehmen. Ansonsten sind fiir KROKO Doc
keine Kenntnisse hoherer Mathematik notig — haupt-
séchlich gesunder Menschenverstand.

Deshalb lassen sich meine Erfahrungen vermutlich
sogar auf Schulklassen ab der Mittelstufe iibertragen.
Voraussichtlich brauchte KROKO DOC nicht ein-
mal extra angeschafft zu werden, weil irgendjemand
das Spielzeug noch zu Hause herumstehen hat. Ge-
stiitzt wird meine Vermutung durch den Bericht ei-
nes Sechstklésslers, der 2019 den zweiten Platz beim
Regionalwettbewerb ,.Schiiler experimentieren> mit
dem Thema ,,Kann ich meine Gewinnchancen beim
Spiel Kroko Doc beeinflussen?* im Fachgebiet ,,Ar-
beitswelt“ erreicht hat.* Benedikt Bender von Sibel-

3 Juniorensparte (bis 14 Jahre) des Wettbewerbs ,,Jugend forscht*

kampf, Stiftsgymnasium Sindelfingen, hat fiir meh-
rere Spielzeugtypen Versuche durchgefiihrt (Driick-
strategien von rechts nach links, links nach rechts,
zufillig) sowie die Ergebnisse in Tabellen und Dia-
grammen dargestellt. Er fand so heraus, dass die Ge-
winnchancen fiir Beginnende schlechter sind. Auf3er-
dem schraubte er u.a. den von uns verwendeten Typ
auf und beleuchtete die Funktionsweise. Im Ausblick
schreibt er: ,,Man kann sicher auch genau berechnen,
wie groB die Wahrscheinlichkeit eines Gewinns bei
den verschiedenen Krokos ist, wenn man die dafiir
notwendige Mathematik kennt. Dem ist nichts hin-
zuzufiigen.
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